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射影多様体   Pn に対して，その射影双対   (Pn) を考えるのは古
典的であるが，さらに Pnの線形部分空間 P を取り，双対ペアリングに関す
る P の直交 P?  (Pn)を考え， \ P と \ P?の関係を組織的に研究す
るというのは比較的新しい考え方で，おそらく向井先生が始められたものだ
と思っている．ただし，ここで， \ P の における余次元は，P の Pnに
おける余次元と一致しているとし， \ P?についても同様である．これら








fold X に対して，その種数 g(X)は 2g(X)  2 = ( KX)3を満たす正の整数
として定義されるが，反標準因子 KX が Picard群を生成するもの（prime
Fano 3-foldと呼ばれる）については 2  g(X)  12で g(X) 6= 11であるこ
とが古くから知られている．それぞれの種数について，双有理写像を介した
分類が知られており (Fano-Iskovskih)，また，種数 7, 9, 10, 12の場合を除い
ては，そのものずばりを記述する方法も知られていた．向井先生は，この残っ
た場合にも以下の通り，そのものずばりを記述する方法を発見したのである．
本稿に関係する種数 7, 9, 10の場合を説明する．向井先生は，これらの場合，
X は次のような と適当な線形部分空間 P を用いて，X =  \ P と記述で
きることを示したが，驚くべきことに はすべて代数群のコンパクトな等質
空間になっている．は，種数 10の場合を除いて，の射影双対であるが，
いつでも C =  \ P?は射影曲線になる（種数 10の場合は，そうなるよう
に を選び直しておく）．
  = OG(5; 10)  P15（10次元直交Grassmann多様体）．
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  = Sp(3; 6)  P13（6次元 symplectic Grassmann多様体）．
Xはその余次元 3の線形切断で，種数 9のFano 3-fold．は (P13)
の 4次超曲面，C はその余次元 11の線形切断で種数 3の標準曲線．
  = G2  P13（5次元G2型随伴等質空間）．
Xはその余次元 2の線形切断で，種数 10の Fano 3-fold．の射影
双対は (P13)の 6次超曲面であるが，この場合，P? ' P1であり，
の射影双対との交わりは 6点となってしまう．そこで，を 6次超曲
面で分岐する (P13)の二重被覆に取り直し， \ P?によって，P?
を二重被覆に引き戻したものを表すことにする．つまり， \P?は
P? ' P1の 6点で分岐する二重被覆であり，種数 2の曲線になる．
この記述の副産物として，向井先生は
 X の中間次元 Jacobi多様体と C の Jacobi多様体が同型であること，
 C はX 上の安定ベクトル束で変形の次元が１のもののモジュライ空
間となっていること，
 （種数が 7, 9の場合）X は C 上のベクトル束のモジュライ空間にお
いて，Brill-Noether軌跡として記述できること
などを示した ([18], [19])．
なお，種数 8 の prime Fano 3-fold X についても， = G(2; 6)  P14
（Grassmann多様体）として，X は の余次元 5の線形切断であることが知
られていた．この場合，の射影双対は (P14)の 3次超曲面で，P? ' P4
















ことも分かる ([20], [21])．種数 9, 10の場合には，Sの導来圏を少し修正し
たもの（twisted sheafの導来圏)を考えれば，やはりその修正した圏とDb(S)
の同値が言える ([3, x5.5], [20])．いずれの場合も，S は S のある安定層の
モジュライ空間になっているが，普遍族が存在するのは種数 7の場合に限ら
れる．種数 7の場合はこの普遍族を核とする Fourier-向井関手（FM関手）












加群の連接層の導来圏を考えている）が，Fano 3-fold X と曲線 C の場合に










HPD理論の適用例として，種数 8の Fano 3-foldを考える．この場合，直
交線形切断として，P4の 3次超曲面 Y が得られることを述べたが，この導来
圏の間の関係もHPD理論で分かる．ここではそれを述べる代わり，種数 8の
Fano 3-foldより余次元が一つ大きい線形切断であるK3曲面 Sと，その直交
線形切断 V {P5の 3次超曲面{の導来圏の関係を述べておく；
Db(S)からDb(V )への充満忠実な関手 が存在して，
Db(V ) = h(Db(S));OV (1);OV (2)i
なる半直交分解が存在する ([14])．
ここで得られる V は P5の 3次超曲面の中では特別なものであり有理的な
ことが知られているが，この分解は次のようなKuznetsov氏による「導来圏
を用いた P5の 3次超曲面の有理性判定予想」と関連して興味深い（P5の 3次
超曲面は，知られているものはすべて有理的であるが，非有理的なものも存
在するであろうと信じられている）；
P5の任意の 3次超曲面 V に対して，Db(V )における hOV (1);OV (2)iの右
直交をAV とする．つまり














る； := G(2; 7)  P20，の射影双対をとする．は 7 7交代行列の 7
つの小 6 6 Pfaanで定義される，(P20)の余次元 3の多様体である．この
とき，余次元 7の線形切断Xとその直交線形切断 Y はともにCY 3-foldとな
り，ともに Picard数が 1であって次数は異なるので双有理同値ではない．後
述するが，ミラー対称性の観点から，X と Y は導来同値であると予想され，






















X のミラー族 X_ ! P1の極大べき単モノドロミーを持つ一つの点から Y
の不変量が読み取れるというのも，X と Y のミラー共有の示唆ではあるが，
























Pn の 2次超曲面全体は 0でない n + 1次対称行列の上半成分を斉次座標




面が Reye合同型と呼ばれるもので，1882年 Reyeによって発見された ([2])．
一方で，特異 Fano 3-foldはArtin-Mumfordの 2重 4次 3様体と呼ばれ，
単有理的だが有理的でない 3-foldの重要な例を与えるものとして知られてい
る ([1])．
以下， n+22    1次元射影空間の n次元部分射影空間 P を一般的に選ぶこ




H は階数 3と 4の 5次対称行列に対応する点のみを含み，階数 3の 5次対称
行列に対応する点の集合Cは，次数 20，種数 26の曲線であることが分かる．




[V1] [V2] [V3] [V4]
P1 t P1 P1 P3  P3 2P3
P4の特異 2次超曲面Qとその中の平面族の図．Qの頂点集合





ター付ける空間を Y とすれば，Cで分岐しているHの 2重被覆 Y ! Hが定
まる．Y は（非特異）CY 3-foldであることが示され，不変量
deg Y :=M3Y = 10; c2 MY = 40; h1;1(Y ) = 1; h2;1(Y ) = 26
を持つことが分かる ([7])．ここでMY はOH(1)の引き戻しである．我々は Y
を 2重対称行列式型CY 3-foldと呼んだ．
他方，P4  P4の点を 5次元ベクトル x, yを用いて (x;y)と書くことにす
ると，5次対称行列 Aに付随する対称双線形型式は，P4  P4の因子DA :=
f(x;y) j txAy = 0gを定める．P の基底となる対称行列 A1; : : : ; A5 を選ぶ
ことで，P に属する対称行列に対応する P4  P4 の因子すべての交わりは，
DA1 ; : : : ; DA5 の完全交叉であることが分かる．これは CY 3-fold であるが，
P4  P4の成分の入れ替えで定まる対合写像 (x;y) 7! (y;x)で不変であるか
ら，その商を取ると，再び CY 3-fold X が得られて，不変量
degX := H3X = 35; c2 HX = 50; h1;1(X) = 1; h2;1(X) = 26












次の結果は，論文 [7]で予想し，最終的に論文 [9], [10]で示された．







まず，Reye合同型CY 3-fold Xについて考える．写像PnPn ! P(n+22 ) 1
を次のように定める：
Pn  Pnの双斉次座標を x0; : : : ; xn, y0; : : : ; yn, P(
n+2
2 ) 1の斉次座標を wij
（1  i  j  n + 1)とするとき, 点 (x;y) =  (x0 :    : xn); (y0 :    : yn)
の像を wii = xiyi（1  i  n), wij = xiyj + xjyi（1  i < j  n）を斉次座










集合であることが分かる. また，X は Pnの次数 2の 0-サイクルをパラメー
ター付けている Chow多様体であることも知られている．
写像 Pn  Pn ! P(n+22 ) 1を対角線集合 f(x;x) j x 2 Png ' Pnに制限する
と，それは像への同型写像になる．これは Pnの 2次 Veronese埋め込みに他
ならない．その像を v2(Pn)で表す. これは対称行列の 2次小行列式の共通零
点集合, 言い換えれば, 階数 1の対称行列全体に対応する部分集合であること
が分かる.
射影幾何的に言えば，X は v2(Pn)の２点を結ぶ直線全体の和集合（割線
多様体）である. これは，対称行列の階数によるX 及び v2(Pn)の特徴付け
から従う．
X には Pnの自己同型群 PGL (n+ 1) が自然に作用しており, 階数 1に対
応する部分, つまり v2(Pn)と, 階数 2に対応する部分, それぞれに等質的に作
用している（階数 2の部分のコンパクト化である）. また，v2(Pn)はX の特
異点集合になっている．
A = (aij)を n+ 1次対称行列とするとき，Aと対称行列w = (wij)の内積
をP1ijn+1 aijwijで定めれば，Pと n+1次対称行列をパラメーター付け
る  n+22   1次元射影空間は互いに双対になる．以下，後者をPで表す．こ






Pの一般的な n次元部分射影空間 P を選ぶとき，その直交空間 P?  P
により，X の線形切断X :=X \ P?が定まる.
n = 4のとき，これがまさに上で定義したReye合同型CY 3-foldに他なら
ないことが (4.1)によって分かる．n = 3のとき，X は古典的なReye合同型
Enriques曲面である．
次に 2重対称行列式型CY 3-fold Y について考える．(Pにおいて，階数 n
以下の対称行列をパラメーター付ける多様体は，対称行列の行列式の零点集
合である n+ 1次超曲面H であるが，これは v2(Pn)  Pの射影双対である
ことが分かる．しかし，H と v2(Pn)を対と見るよりも，H とX を対と見る
方が話がうまくいく（種数 10のFano 3-foldと類似）．これは，Bondal-Orlov
氏 ([5], [6])やKuznetsov氏 ([15])による v2(Pn)のホモロジー的射影双対の決
定によってもすでに示唆されていた．
nが偶数のとき，階数 nの対称行列の定める 2次超曲面は Pn2 の連結族を
2つ持つ．これによってH の 2重被覆 Y ! H が構成できる．これは階数
n 1以下の対称行列に対応する部分集合で分岐している．Y の階数 nの部分
は PGL (n+ 1)に関して等質的であり，Y はその部分のコンパクト化になっ
ている．H の P への制限をH，そのY への引き戻しを Y とする．n = 4の




超曲面が Pn 12 の連結族を 2つ持つことから，H で分岐するPの 2重被覆
が構成できる．Y の階数 n+ 1の部分は PGL (n+ 1)に関して等質的であり，
Y はその部分のコンパクト化になっている．n = 3のとき，2重被覆を P に
制限して，4次曲面 P \H で分岐する P ' P3の 2重被覆が得られるが，こ
れが先に触れたArtin-Mumfordの 2重 4次 3様体である．
5. BPS数と FM関手
Xと Y の導来同値の証明の方針はBorisov-Caldararuの方法の類似である．
Xでパラメーター付けられる Y 内の種数 3，次数 5の曲線の平坦族を構成し，






る．ミラー対称性を用いて，X と Y 上の様々な曲線の BPS数を計算するこ
とができる ([7, x4])．それによると，種数 3，次数 5の曲線の BPS数は 100
となっており，これは負号を考慮するとX のオイラー数の 2倍である．これ
は「X でパラメーター付けられる Y 内の種数 3，次数 5の曲線の平坦族が二




v2(P4)はP4P4の対角線集合の像でもあるから，Xの点xは (x;y) 2 P4P4
(x 6= y)と言う形の点の像wxyであり，従って，xから P4のx, yを通る直線
が決まる．これを lxで表す．P4の直線をパラメーター付ける多様体は，C5の
2次元部分ベクトル空間をパラメーター付ける多様体G(2; 5)に他ならないこ
とに注意すると，x 7! lxによって，X からG(2; 5)への写像が得られる．実
はこれは像への同型写像になっている事が分かる．よって，xと [lx] 2 G(2; 5)
を同一視して，X  G(2; 5)と考えることにする．
このとき，X は，P に属する対称行列の定める 2次超曲面で明確に捉え
ることが出来る．P に属する対称行列 Aの定める 2次超曲面 QA が lx を含
むのは，txAy = txAx = tyAy = 0 が成り立つときである．ここで，式
(4.1)により，wxy 2 X = X \ P?，[A] 2 P であることから，txAy = 0
という条件はいつでも成り立つ．よって，lx  QAとなるAは，P において
txAx = tyAy = 0で定義される射影平面 Pxでパラメーター付けられること
が分かる．実は，P4の直線に対応する点 [l] 2 G(2; 5)がXに含まれることと，
l  QAとなる [A] 2 P が射影平面でパラメーター付けられることは同値であ
ることが分かる．
PxとH の交わり xを考えると，これは，射影平面 Pxにおける 5次曲線
である．詳しく調べてみると，この Y における逆像は 2つの曲線CxとC 0xに
分解していて，それぞれ xと双有理同値であることが分かる．さらに，Xの
一般点 xに対しては，xは通常 2重点を 3つ持ち，CxとC 0xはその非特異モ
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デルであることも分かる．よって，CxとC 0xの種数は 3である．xが 5次曲
線なので，CxとC 0xの次数も 5である．こうして，X によってパラメーター
付けされる 2つの種数 3，次数 5の曲線族 fCxgx2X と fC 0xgx2X が得られた．


















曲線CxとC 0xの図. 左は直線 lxを含む2次超曲面Qを表す. qは
Qの平面族で lxを含む平面が属すもの．Cxは (([Q]; q)なる点か
らなる．もし lxがQの頂点を通るならば, 2点 ([Q]; q1); ([Q]; q2) 2
Cx が [Q] 2 xに移る（このようなQが三つある）. そうでな
ければ ([Q]; q) 2 Cxは [Q] 2 xから一意に決まる．








将来的には，X と Y の適切な特異点解消（圏論的，非可換的）がホモロ
ジー的射影双対であることが示せればよいと思っている．
6. Y の双有理幾何
最後にn = 4の場合のY の双有理幾何について簡単に触れておく．V を 5次
元ベクトル空間としてP4 = P(V )と書くことにする．先に述べたように，P(V )
の階数 4の 2次超曲面Qは平面族を二つ含むが，その各々が，平面のパラメー
ター空間である G(3; V )の中の 2次曲線を定めることが分かる．その一つを
q  G(3; V )とする．さらにQは頂点を持ち，それを V の 1次元ベクトル空間
を用いて [V1] 2 P(V )と書くことにすると，Qに含まれる平面はすべて [V1]を
通る．よって，自然にG(2; V=V1)  G(3; V )と見なすとき，q  G(2; V=V1) 




の一つ qに対してG(3;^2V=V1)の点 [Pq]が定まった．G(3;^2V=V1)がG(3; 6)
束G(3;^2TP(V )( 1))! P(V )の [V1] 2 P(V )上のファイバーであることに注
意すれば，これにより有理写像 Y 99K G(3;^2TP(V )( 1))が定まる．ところ
がさらに，P(^2V=V1)において一般の平面 Pを取ると，G(2; V=V1) \ Pとし
てG(2; V=V1)の 2次曲線が定まることから，Y 99K G(3;^2TP(V )( 1))は双
有理的であることも分かる．














P(V ) Y Y :
ここで，G(3;^2TP(V )( 1))! Y はG(2; V=V1)  G(3; V )に応じて引き起こ
される写像であり（Y  G(3;^3V )である），フリップ型の縮小写像である．
G(3;^2TP(V )( 1)) 99K fY はそのフリップ，fY ! Y は因子型の縮小写像であ
る．これらの写像はすべて具体的に記述することができる．
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